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DAS MORSE’SCHE INDEXTHEOREM BEI
ALLGEMEINEN RANDBEDINGUNGEN

MANFRED KLINGMANN

Einleitung

Die bekannten Beweise des Indextheorems von Morse, das es gestattet, den
Index der zweiten Variation einer Geoditischen aus den Multiplizitdten ihrer
konjugierten Punkte zu berechnen, machen ausgedehnten Gebrauch von der
Theorie der Jakobifelder. Besonders bei allgemeinen Randbedingungen sind
die Beweise recht kompliziert. Wir zeigen demgegeniiber, dass man den
Morse’schen Indexsatz aus einem ziemlich elementaren Indexsatz fiir Legend-
reformen in Hilbertrdumen ableiten kann. Man erhilt so einen sehr allge-
meinen Indexsatz fiir beliebige Randbedingungen, der alle bekannten Ver-
sionen des Morse’schen Satzes umfasst.

1. Ein Indexsatz fur Legendreformen im Hilbertraum

Sei A eine quadratische Form auf einem beliebigen linea-Raum H, dann
definiert man Index, erweiterten Index und Nullitit von A durch
Ind A = sup {dim K; K linearer Unterraum von H, 4 |K < 0} ,
Ind,4 = sup {dim K; K linearer Unterraum von H, A | K < 0} ,
Null4 =Ind 4 —Ind 4 .

Null 4 ist auch die Dimension des Nullraumes von 4, bezw. der zu 4
gehdrigen symmetrischen Bilinearform, die wir ebenfalls mit 4 bezeichnen
wollen,

Eine quadratische Form L auf einem Hilbertraum H heit Legendreform
(Hestenes [2]), falls es einen Unterraum A’ C H endlicher Kodimension gibt,
so daB L | H positiv definit ist, oder, was dasselbe ist, wenn durch Ab4nderung
der Norm in H erreicht werden kann, dafl L = N + Q, wobei N das Quadrat
der Norm und Q eine quadratische Form von endlichem Rang bezeichnet.
Aus der zweiten Definition folgen unmittelbar einige Hilfssatze :

Lemma 1.1. Fiir eine Legendreform sind Index und erweiterter Index
endlich.
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Lemma 1.2. Ist P ein Prdhilbertraum, der in H dicht liegt, und ist der
Nullraum von L in P enthalten, so gilt:

IndL|{P=1IndL, IndL|P = Ind,L .

Eine Schar H, C H,te T von Unterrdumen eines Hilbertraumes H bezw.
die zugehorige Schar %, von orthogonalen Projektionen heifit sterig, falls

dist(X,H,) = | (1 — h)X|

fiir jedes X e H stetig von ¢ abhéngt.

Ist T dabei ein Intervall und H, monoton wachsend, so geniigt U H, = N H,
s<t >t

fir alle ¢ fiir die Stetigkeit der Schar H,, da eine monotone Schar von
orthogonalen Projektionen nur Sprungstellen als Unstetigkeiten besitzen kann
[4, S. 249]. Fiir jeden Endomorphismus g von H ¢gilt |gh, — qh,|
= | (h, — h)g*|. Istdaher g*({X; | X | = 1}) kompakt und T lokalkompakt,
so gilt | gh, — gh,|| — 0 fiir t — 5. Insbesondere erhalten wir:

Lemma 1.3. Ist g ein Endomorphismus von H mit endlichem Rang, h,
te[a, b] eine stetige Schar von orthogonalen Projektionen, so ist gh, gleich-
mdpig stetig.

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir folgenden Satz:

Satz 1.4. Ist H,, t ¢ [a, b], eine stetige Schar von Unterrdumen des Hilbert-
raumes H, L eine Legendreform auf H, so ist Ind L|H, eine unterhalb-,
Ind,L | H, eine oberhalbstetige Treppenfunktion.

Beweis. Wir haben zweierlei zu zeigen :

a) IndL|H, < IndL|H, fiir festes ¢ und gentigend kleines |s — #].

Sei L=Q + N, H; C H, so gew#hlt, daB3 L | H; > §N fiir geeignetes § >0,
und Ind,L |H, = dim H,/H7. Sei|s — t| so klein, daB | g(h, — h,) | < 5/4,
wo g den zu Q gehdrigen selbstadjungierten Endomorphismus bedeutet, dann
gilt fiir alle X e H; @ HL :

O (X)) + N(X) = L(hX) + N(h+X) + <q(h, — h)X, (h, + h)X >
5
O Nx
> 3 NX)

Daraus folgt, fiir geniigend kleines | s — 2],
Ind,L | H, = Indy(Q » h, + N) < dim H/H} @ H} =Ind,L | H, .

b) IndL|H, > Ind L|H, fiir festes ¢ und geniigend kleines |s — t].
Sei H; € H, so gewidhlt, da3 L'!H; < —8N fiir geeignetes 6 > 0 und
dim H; = Ind L |H,. Seils — t| so klein, daf

| q(h, — B)X | < %l]X” fiir alle X ¢ H; |
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Dann gilt fiir alle X ¢ H; :
L(aX) = L(X — (h, — h)X) = L(X) — N((h, — h)X)
— <(h, + h)X, qh, — B)X> < — %N(X) <~ INRX) |

Da H; endlichdimensional ist, ist dim A H; konstant fiir geniigend kleines
|s—¢|. Daher ist Ind L |H, > dimhH; = dim H; = Ind L | H, fiir geniig-
end kleines | s — t]. q.e.d.

Wachst die Schar H, monoton und gilt H, = H, so folgt wegen
Null L!H, = Ind,L | H, — Ind L | H, aus diesem Satz, wenn 7, = NullL | H,

—limNullL {H, den links- und %, = NullL|H, —1limNullL|H_ den
/'t Ne
rechtsseitigen Sprung von Null L | H, an der Stelle ¢ bezeichnet:

IndL = 3 #,+ Ind,L|H,,
(1 . 1) te(a,b]

IndL= %, i, +IndL|H, .

tela,b)

Besitzt Null L | H, keine Sprungstelle im Intervall (s, s,), so ist auch Ind,L | H,
dort konstant. Bezeichnet H} den Nullraum von L | H, und HY einen maximalen
Unterraum, auf dem L |H, negativ semidefinit ist, so gilt H} C HY. Ganz
allgemein gilt:
(1.2) H NH, C H) fiir t, <t<¢,

also ist wegen dim (H? + H}) = dim H!, und dim H?, = dim H?, fiir 5, <1,
<t < sy, HY = HY, fiirs, <t <t <s, Daraus folgt aber H C H} N H,
und damit

(1.3) H NH), = H firs, <t <s,.

Mit (1.1), (1.2) und (1.3) haben wir aus Satz 1.4 folgendes erhalten:

Satz 1.5 (Indexsatz). Sei H,, t<[a, b], eine stetige monoton wachsende
Schar von Unterriéumen des Hilbertraumes H = H, und L eine Legendreform
auf H. Bezeichne H) den Nullraum von L1H, und a = 5, <5, < --- <s,
< 8,., = b die Sprungstellen von NullL | H, im Intervall [a, b}, so gilt:

Ind,L = Ind,L|H, + 5 dim (HY/H, NE?, ),
{=1

§5-1

IndL = Ind L |H, + 3 dim (H/H, O H,, ) .
=0

2. Der Index von Geoditischen

Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, B cine Untermannigfaltigkeit
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von M X M, so geniigt eine stiickweise differenzierbare Kurve x: [a, b] - M
(a # b) der Randbedingung B, falls (x(@), x(b)) ¢ B. Die Losungskurven des

b
Variationsproblems 6%[ *dt = 0 mit dieser Randbedingung sind dann
Geoditische, die auf der Randbedingung senkrecht stehen. Das heifit
(%(@), —%(B)) L Bizay,z00n-

Unter dem (erweiterten) Index einer solchen Geoditischen versteht man
den (erweiterten) Index der zweiten Variation

Ty(X,Y) = f°<X',Y>dz - f’<R(X, A%, Y >dt

— <((a), —%(b)), T(X(@), X(b)), (Y (@), Y(b)))>

im linearen Raum Cj derjenigen stiickweise glatten Vektorfelder lings x, die
der Randbedingung B = Biziaromy genligen. X = —I%X ist die kovariante
A_xbleitung, T bezeichnet den Tensor der Relativkriimmung von B in M X M,
B = B, 4y, den Tangentialraum von B im Punkte (x(«), x(b)), der Para-

meter auf x ist die Bogenlinge).
Bezeichne E den linearen Raum aller absolutstetigen Vektorfelder X lings

b .
x, fiir die die Energie %f X3dt < oo, Wir nemnen E den Raum der
Vektorfelder beschréankter Energie langs x. Ein solches Vektorfeld ist fast
iiberall differenzierbar [4, S. 47] und die Koordinaten von X beziiglich eines

langs x parallelverschobenen n-Beinfeldes liefern zusammen mit X(a) einen
Isomorphismus

((a), %’t_) LE — M, ® LR .

L*(R®) ist der Hilbertraum der quadratintegrierbaren Kurven im R™ mit
dem Skalarprodukt <A, B> = fbA -Bdt. Da ein absolutstetiges Vektorfeld

durch Anfangsvektor und Ableitung vollstindig bestimmt ist [4, S. 47].
Versieht man E mit dem induzierten Skalarprodukt

<X, Y> = <X(@), Y(@> + fb<X(t), V(o) >dt

so wird es zu einem Hilbertraum.
Lemma 2.1. Die Einschrinkung ([r,s]):E —E|[r,s] definiert durch
([r, sDX) = X | [r, 5] ist eine stetige Projektion. (Start ([r, s])(F) schreiben
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wir auch F|[r, s] oder F(¥) falls r = s = t fiir einen beliebigen Unterraum
FCE)

Beweis. Die Stetigkeit von ([r, s]) wird bewiesen durch die Abschitzung
S s,
X(r® + f X(dt < Qb — a) + 2)(X(a)* + f X(edr)

und eine isometrische Injektion E|[r,s]— E erhdlt man, indem man
X e E | [r, s] durch Parallelverschiebung von X(r) im Intervall [a, r] und X(s)
im Intervall [s, b] auf ganz {a, b] ausdehnt,.

Die zur zweiten Variation der Emnergie (bei beliebiger Randbedingung)
gehorige quadratische Form I 4(X) ist auf ganz E definiert und eine Legendre-
form. Diese Behauptung kann man auf verschiedene Weise einsehen. Z. B,
ist Ix(X) auf einen Unterraum, der von allen X mit X(a) = 0,

X = (cos(zklt_a>,---,cos(nknt—a>>,|k,>k,
b b—a

—a

fiir geniigend grofles k erzeugt wird, positiv definit; und dieser Unterraum
hat endliche Kodimension in E, da die

(cos(n—klt—a),---,cos (zknt‘a>), k,=0,1,2, -
b—a b—a

eine stetige Basis von L*(R™) bilden.

Der Nullraum von [z besteht aus Jacobifeldern (liegt also in C = Cyy )
genauer :

Lemma 2.2. Sei Ig(X,Y)=0 fiir alle Y mit Y(t) =0 fiir te[a, r]U[s, b],
so ist X |[r, $] ein Jacobifeld und fiir alle Z ¢ E gilt:

14X, 7) = f (X, 2y dt — f (R(X, )%, Z) dt
fa,7Ju [s,8] la,7ly [s0]

— {(x(@), — (b)), T(X(a), X(b)), (Z(a), Z(BY))
— (X0, Z0Y) + (X5, Z(s))

wo X, und X . die rechts- bzw linksseitigen Ableitungen bezeichnen.
Beweis. Der Beweis ergibt sich in der iiblichen Weise durch partielle In-
tegration. Aus Iz(X, ¥Y) = 0 folgt

fs<X, Yydt + fs<ftR(X, X)kds —P,Y>dt =0

fiir alle Y mit f‘Y dt = 0 und alle Parallelfelder P.
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Setzen wir Y(2) = X(¢) + ftR(X , X)X dr — P mit geeignetem P, so folgt:

X + ftR(X , X)X dz = P und daraus die erste Behauptung. Die Formel fiir

Ip(X, Z) ergibt sich unmittlbar durch partielle Integration im ersten Sum-

manden.
Der Raum E; derjenigen Vektorfelder beschrankter Energie, die die Rand-

bedingung B = B 0y, 2y rfiillen, ist nach Lemma 2.1 wegen

E; = (@, ()(B)
als abgeschlossener Unterraum von E wieder ein Hilbertraum. (Ej; hat als

Unterraum von E dieselbe Kodimension wie B in M X M.) Da l-l))—t(Eo) C LA(R™)

eine stetige Basis von n-Tupeln der Form (cos (n—kl It) —4a ), <.., COS (n-kn

—a
. lt) —a )), k,=1,2, ..., besitzt, und der zu E, in Fz orthogonale Unterraum
—a
durch lineare Ausdriicke in parallelverschobenen Vektorfeldern P, Q von der
Form I’j —Ip) + ; ~ % 0(), (P(a), O(b)) € B gegeben wird, liegt C; dicht
—a —a

in Egz. I ist eine Legendreform auf Ejy, deren Nullraum in Cjp liegt, also
kann man nach Lemma 1.2 den (erweiterten) Index von Iz auch in E; statt-
wie urspriinglich definiert- in C; bestimmen.

Zu der Randbedingung B C M, X M, fir die Vektorfelder ldngs x
definieren wir die Anfangsbedingung B, und die Endbedingung B, als Pro-
jektion von B auf den ersten bzw zweiten Faktor von M, ,, X M,,,.

Ist A C Ey, , 2, e endlichdimensionaler Unterraum, so definieren wir :

A ={XeEz; X|[t,b]le Aj[5,b]}, a<t<b.

A, = EzN([t, b)'([t, bD(A) ist nach Lemma 2.1 ein abgeschlossener Un-
terraum von Ej und es gilt:

Lemma 2.3. A, ist eine monoton wachsende stetige Schar von Unterriu-
men von E5.

Beweis. Die Monotonie ist klar. Fiir die Stetigkeit muB zweierlei gezeigt

werden: 1) N 4, =4, fir t,<b, 2) U 4, =4, firr,>a.
t>tg t<zg
1) Sei X ¢ 1 A,, dann existieren Vektoren ¥, e 4, b >t > ¢,, mit besch-
t>to
rankter Norm und Y, |[¢, b] = X|[¢, b]. Da A4 endlichdimensional ist, existiert
in A ein Haufungspunkt ¥, der Y, und es gilt Y, |[¢, b] = X |[¢, b] fiir alle
t > t,. Daraus folgt Y, |[%. b] = X |[t,, b] und damit die Behauptung.



DAS MORSE’SCHE INDEXTHEOREM 377

2) Sei X¢A,,, YeA und X|[t,, b] = Y [[t,, b], dann definieren wir fiir
a < t < t, durch

Y(s) fiir s> ¢
Xz(s) =

X(s) + j_aP(s) fiir s <1¢
—a

ein Vektorfeld X, € 4,. Dabei ist P das Parallelfeld mit P(s) = Y(¥) — X(1).
|X = X, [P = 0 — X0y + ["E© — Teyds
4

konvergiert gegen O mit 1 — ¢, und daraus folgt die Behauptung.
Bemerkung. Ebenso wie die Stetigkeit der Schar 4,, beweist man dieje-
nige der Schar

A={XeEs; X|[a,b—tled|[a,b—1]},0<t<b—a,

wobei in diesem Fall 4 ein endlichdimensionaler Unterraum von £;
ist. Damit ist auch

axXHz(p)

wwdywy ={X €Es; X|[a, b —a(n] U [p(t), bl e 4 |[a, b — a(®] U [p(1), DT},
0<t<1,

eine stetige Schar, wenn ¢ und p stetig monoton wachsende Funktionen be-
deuten mit

b—-o(0)=p0),c(1)=b—a, p(l)=>b

und A4 endlichdimensional in E .
Wir definieren konjugierte Punkte fiir stetige Scharen A4, C E;, 4 C
Ey,0yxsy - die folgende zusdtzliche Bedingungen erfiillen :

2.1) A(b) = B,
(2.2) Nullraum[7z|A4, N Nullraum ;| A4, = Nullraum I, N A4, fiir s = ¢ .

Die erste Bedingung sichert, da8 4, = E; und die zweite, daf3 die Sprung-
stellen von Ind I3] 4, und Ind, I;] A, znsammenfallen,

Definition. Wir nennern einen Punkt x(¢) (B, 4)-konjugiert zu x(a), mit der
Multiplizitdt p(x(r)), falls die Dimension von Nullraum /3|4, mod Nullraum
Iz N A geich u(x(1)) ist.

Bemerkung. Fiir den Fall, da3 4,|[z, b], a <t < b, nur aus Jacobifel-
dern besteht, bedeutet die Definition von u(x(z)): Es existieren maximal
p#(x(t)y mod Nullraum Iz M A4 linear unabhdngige bei ¢ gebrochene Jacobi-
felder in A4, mit
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= (X(a), Z(a)) + (Sprung X(1), Z(t)> — <X(b), Z(b))

fiir alle Z ¢ A4,.
Definieren wir weiter die A-Parallelitiat und A-Konkavitdt von B durch

Par (B, A) = dim (Nullraum I 1 4),
Kon (B, 4) = Ind I;z| A4, ,

so gilt mit dem Indexsatz aus §1:
Indexsatz. Ind I = > p(x(2)) + Kon (B, 4),
ast<d

Ind, Iy = 3 u(x(1)) + Kon (B, 4) + Par (B, 4) .

Die Auszeichnung des Anfangspunktes ist selbstverstdndlich willkiirlich.
Statt 4, kann man auch .4 oder ,,,4,, mit den Randbedingungen A(a) = B.
oder A|{a} U {b} = B benutzen und erhilt nach analogen Definitionen von
zu b konjugierten Punkten oder von konjugierten Punktpaaren auch analoge
Indexsdtze. Der Indexsatz aus §1 liefert auch noch Indexsitze, falls (2.2)
verletzt ist, Wenn man dann allerdings iiberhaupt noch von konjugierten
Punkten sprechen will, mufl man die Multiplizititen, die durch Sprung Ind,
Iz|A,, und diejenigen, die durch Sprung Ind I;|A, gegeben werden, unter-
scheiden.

Die klassischen Ergebnisse fiir B = B, X x(b), erhilt man ohne weiteres
mit Hilfe von 4 = {0}. Die konjugierten Punkte sind die Brennpunkte der
Anfangsmannigfaltigkeit B,. Parallelitit und Konkavitdt der Randbedingung
verschwinden offensichtlich, und der Anfangspunkt ist nicht zu sich selbst
konjugiert. Bei allgemeineren Randbedingungen 148t sich 4 = {0} nicht ver-
wenden und es gibt keinen in dhnlicher Weise ausgezeichneten Unterraum
von E;.

Fiir den Fall unabhéngiger Variation auf einer Anfangs- und Endmannig-
faltigkeit B = B, X B, ist von Ambrose [1] eine Theorie angegeben worden,
die wir folgendermafien wiedergeben konnen: Wir nehmen fiir 4 CEy_ )5,
den Raum J* aller Jacobifelder X mit X(b) ¢ B, und

XY, >=— (), TuX(b), ),

wo 7, bzw T, den Tensor der Relativkriimmung von B, bzw B, bezeichnet.
1ser Nullraum von I3[ J¥, a < ¢t < b, besteht dann aus bei x(¢) gebrochenen
Jacopifeldern X e J¥, fir die

K@), >+ <{Xa), ToX(@, ) LB,
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und Sprung X () L J*(z). Der Nullraum von [z andererseits besteht aus allen
Jacobifeldern aus £; mit

X(@, >+ (a), To(X@, ) L B.,
Xy, >+ Hb), ToX®B), ) LB,.

Die Bedingung fiir die Nullrdume ist also erfiillt, und ein Punkt x(z), a < t < b,
ist (B, J*)-konjugiert zu x(a) mit der Multiplizitat x(x(¢)), falls es x(x(?)) linear
unabhingige, bei ¢ echt gebrochene Jacobifelder mit

(X@, >+ @), T(X @), ) L B.,
Xy, >+ ), THXB), =0

gibt,

Die iibrigen Ausdriicke in der Indexformel lassen sich ebenso einfach aus-
rechnen. Bei Ambrose werden iibrigens nur die (B, J*)-konjugierten Punkte
im Innern der Kurve als konjugierte Punkte bezeichnet. Kon (B, J) + u(x(a))
heifit Konvexitit und Par (B, J*) und x(x(b)) haben keine besonderen Bezeich-
nungen, Wir wollen noch ein weiteres Beispiel fiir die Wahl von 4 angeben,
das es gestattet, beliebige Randbedingungen zu behandeln. Dieses Beispiel
hat den Vorteil, da man Ergebnisseiiber die Indizes fiir feste Randpunkte
verwenden kann fiir die Berechnung der Indizes im allgemeinen Fall. Es ent-
spricht fiir im gewd&hnlichen Sinne nicht konjugierte Randpunkte einem von
Morse [3] angegebenen Verfahren der Indexberechnung. Wir nehmen fiir 4
den Raum 7 aller Jacobifelder X mit X (b) € B,. Der Nullraum von I besteht
aus allen Jacobifeldern in £; mit

(X@), — X)), >+ {(XHa), — x(b)), T((X(a), X(b)), )> LB.

Fiir a < ¢t < b enthilt der Nullraum von Iz|/J, alle bei ¢ gebrochenen Jacobi-
felder mit

(@), — (b)), T((X(a), X(b)), (Y(a), Y (b))
+ (X(a), Y(a)) — (Sprung X(z), Y(©)> — <X(b), Y (b)) = O

fiir alle YeJ,.

Die Bedingung fiir die Nullrdume ist erfiillt, Ferner ist die Kodimension
von J,(t) in M, gleich der Multiplizitat, mit der x(f) im gewShnlichen Sinne
zu x(b) kojugiert ist, und andererseits gehdren die bei ¢ gebrochenen Jacobi-
felder X mit X|[a, t] = 0 und X(b) = 0 zum Nullraum von Iz|J.. Daher
stimmen fiir a < ¢t < b die im gew&hnlichen Sinne zu x(b) konjugierten Punkte
mit den (B, J)-konjugierten Punkten zu x(@) liberein und die Multiplizitdten
sind gleich. Da Nullraum Iz N J < Nullraum I5|J, ist x(x(b)) = 0, x(x(a))
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= Null I3}{J, — Null I; und Par (B, J) = Null I ;. Null I|J, und Kon (B, J)
= Ind I;]J, berechnen sich dabei einfach als Index und Nullitét der quadra-
tischen Form

U511 )X) = — {(Xa), — 2(b)), T(X(@), X(b)), (X(a), X(b)))
~ (X(a), X(a)y + {(X(), X(]))

fiir alle Jacobifelder X, die die Randbedingung B erfiillen. Es gilt daher:

Ind Iz =Ind 1,0 + Ind Iz |7, ,
Ind Ipn=TInd 1, xs0 + Ind Iz, + u(x(a)) .

Sind im Spezialfall x(a) und x(b) im gewéhnlichen Sinne nicht konjugiert, so
ist zusdtzlich u(x(a)) = 0. Ist man nur an dieser Vergleichsformel interes-
siert, so kann man auch viel direkter vorgehen. Besonders trivial ist der
Spezialfall. Dort ist Ez = E, @ J, mit I z-orthogonalen Summanden.
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